
史話 

量子物理發跡於十九世紀末期。那是一個

人類極度信任科學的年代，馬克士威爾的電磁

理論被赫茲實驗所證實，物理學的發展達到前

所未有的高峰，人類越來越肯定自己可以扮演

上帝的角色來左右這個世界。然而，這夢想卻

慢慢籠罩在一朵小小的烏雲之下，這朵烏雲就

是黑體輻射問題。當時人們認為黑體輻射只是

一個「暫時」未解決的疑惑，只要有心，隨時

都可以克服它。然而，當科學家真正開始處理

黑體輻射問題時，卻發現這朵烏雲逐漸成長，

開始一步一步蠶食原本物理世界那萬里無雲的

天空。心驚膽戰之際，量子物理便如驟雨般滂

沱直落。 
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然而這場暴雨帶來的並不是災禍，它雖然

沖毀了原本美麗的物理世界，但卻因而帶給人

類一個全新的觀念──世界是量子化的。人類於

是開始研究量子現象。量子物理的發展過程和

其他物理理論──如牛頓力學或相對論──不

同，它不是由幾個天才型人物獨創出來的理

論，也沒有太多令人匪夷所思、靈光乍現的意

外發現。量子物理是經由許多物理學家在一片

黑暗中漫自摸索，經歷許多的錯誤猜想、不成

熟的理論，最後才逐漸形成一個看似合理的架

構雛形。在這樣的雛型背後，隱藏了許多歷史

上著名的爭辯，那些看似科學卻又富含哲學的

思想，直到現在仍然讓許多人摸不著頭緒。 

這篇文章主要探索早期在量子物理史上

佔有重要地位的文獻。在這些論文中可以看到

許多富有思想的科學家那高度的想像力與創造

力，逐漸探索出量子物理的原貌。現在請收拾

好心情，準備上路，一探量子物理早期的模樣。 

誕生 

普朗克 (Max Planck) 於 1900年發表了一

篇關於黑體輻射能量分布理論的論文。普朗克

被後世尊稱為量子物理之父，就是因為這篇文

章中他首次提出「粒子能量量子化」的概念。

十九世紀末期黑體輻射一直是物理學界爭論已

久的議題，偉恩 (W. Wein) 與瑞利 (B. Rayleigh) 

分別提出一道黑體輻射的頻譜強度公式， 

T

f ef βναρ −= 3
與

3

28

c

kTf
f

π
ρ = 。 

但這兩道公式卻分別只適用於長波長與短波長

的區域，而且這兩道公式的推導也頗受爭議。 

普朗克是研究熱力學出身的，大學畢業後

不久就開始研究黑體輻射的問題。1900 年十

月，他在德國柏林物理學會公佈他的發現：他

利用一點數學技巧，巧妙的拼湊出一個可以完

美符合黑體輻射頻譜強度的公式。同年的十二

月，普朗克又再度站在德國柏林物理學會的講

台上，發表這道公式的推導過程，他從一個黑

體系統的熱力學性質出發，他認為：黑體的腔

壁可以看成是很多振子 (Oscillator) 的集合，不

同振子的頻率可能不同，所以不妨先考慮頻率

都是 f 的振子，假設黑體腔壁中這樣的振子一

共有 N 個，那麼當這 N 個振子都在做均勻標準

的簡諧振盪，那麼每個振子的能量都會相同，

而且此時系統的熵為 0。但如果這些振子在震盪

過程中有一些微擾，那麼每顆振子的能量就可

能不同了，此時系統因為亂度增加，熵會大於

零。假設每顆振子的平均能量和平均熵分別為

U 和 S ，則系統總能量和熵的總和就分別是

NUU N = 以及 NSSN = 。接下來，由波茲曼

關係式得知， 

constWkSN += ln [1]， 

W 是這 N 個振子擁有總能量 NU 的可能數。 

 

剩下的工作就是求出 的數值。普

朗克說：「為了找出 NU 分布於這N 個粒子的各

種可能排列方式，我們必須假設 NU 不是連續的

數值，亦即 NU 不能被無窮分割，他只能是某種

基本單位的整數倍，我們稱這個基本單位為『能

量子 (Energieelement)』ε 。」 

註解註解註解註解[1] 

這道公式雖然名為波茲曼關係式，但最先

發表的人卻是普朗克。普朗克比波茲曼晚了好

幾年出生，但普朗克在此篇論文中首次寫下這

道關係式，論文最後甚至還計算出 k 的精確數

值。然而，因為在波茲曼的氣體動力論中有提

到「熵應該與各種亂度的對數值有關…」，衝著

這句話，這道方程式就變成波茲曼方程式了。

後來普朗克在 1918 諾貝爾獎得獎演說中也提

道：「大家都稱 k 為波茲曼常數，但是在我的印

象中，波茲曼從來沒有提過這個常數，各位可

能覺得這件事很奇怪。我想這是因為波茲曼根

本沒有想過這個常數可以被算出...。」 



Energieelement 是德文，顧名思義，就是

能量的元素。因此他假設系統的總能量可以寫

成 εPU N = ，其中 P是一個很大的正整數。

把這 P 個基本能量分布於 N 個粒子中的排法

數是 

!)!1/()!1( PNPNZ −−+= 。 

將 Z 取對數之後，利用史特林近似，再取適當

常數當作熵為零時的參考點，可得 
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再由 NUU N = 與 εPU N = 兩式，將上式提

出N 後可得 
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       (1) 

以上是普朗克論文的第一部份，裡面包含

了他最令人稱著的量子假設，然而我們要注

意，普朗克在文章中從頭到尾都沒有提出他是

如何會有這樣的想法，普朗克事後也堅稱他自

己也不明白能量為何會量子化，量子化的假設

只是因為最後可以得到正確的輻射公式。 

接著普朗克對塞森 (M. Thiessen) 形式的

偉恩位移定律 

( ) λλψλλ dTTdE ⋅=⋅ 5 [2]

 

做變數變換，把λ全部換成 fc / ，於是 λλ dE ⋅

會變成 f 的函數 dff ⋅ρ ，而
2/ fcdfd −=λ ，

所以賽森關係式可改寫成 
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可是克希荷夫-克勞修斯定律 (Kirchhoff-Clau- 

sius Law) 指出，黑體輻射的功率和
2c 成反比，

所以輻射能量密度又可以改寫成 
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其中 1ζ 是一個與 c無關的普世函數 (universal 

function)。如果令 )()( 1

5

2 xxx ζζ = ，上式可以

再化簡成 
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又因為能量是由電磁波的形式放射，利用

電磁波在空腔中的簡併態公式 

U
c

f
f 3

28π
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註解註解註解註解[2] 

所謂塞森 (M. Thiessen) 形式的偉恩

位移定律即 λλψλλ dTTdE ⋅=⋅ )(5 。 λE 就是

黑體輻射在波長和溫度分別為λ 與T 之下

的輻射強度密度，ψ 是一個普世單變數函

數。這道關係式其實是由史特凡-波茲曼 

(Stefan-Boltzman) 定律 4TR σ= 與偉恩位

移實驗定律  (Wien’s Displacement Law) 

constTm =λ 所猜出最簡單的結果。我們可

以簡單驗證一下，把 λE 對λ 積分後可得 
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另外把 λE 對λ 微分後可得 

0)('5 ≡=
=

TTT
d
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m

m

λψ
λ λλ

λ ， 

所以 0)(' =Tmλψ 。但ψ 是一個固定的函

數，所以會讓ψ 微分為 0 的點是一個固定常

數，因此 constTm =λ 。換句話說，這道

公式可以還原出史特凡-波茲曼與偉恩位移

定律。 



和上式對照，得到 
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或者再簡單一些，將上式取 ( )fT /2ζ 的反函

數，即得 
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其中 3ζ 也是一個普世函數。最後由熱力學基本
公式 
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對U 積分後可得 


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
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f

U
S 4ζ ，      (2) 

4ζ 仍舊是普世函數。 

上面利用變數變換技巧以及以不斷引進

新的普世函數，目的只是要化簡數學運算，讓

幾個重要的變數，如 f 、T 以及U 之間的關係

能夠更加清楚的表示出來。到這裡，普朗克的

黑體輻射公式已經呼之欲出了！觀察 (1) (2) 

式，不難看出ε 正比於 f ，所以令 hf=ε ，而 

(1) 式就變成 
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再利用一次熱力學基本公式 
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對上面 S 的公式微分可得 
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到這裡普朗克已經推導出正確的簡諧振

子平均能量，不僅如此，系統能量密度為 

1

88
/3

2

3

2

−
==

kThff
e

hf

c

f
U

c

f ππ
ρ 。  (3) 

若改回以波長為變數 
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這就是普朗克著名的黑體輻射密度公

式，它不但在長、短波之近似之下分別可以推

導出偉恩和瑞利的結果，更重要的是可以完全

符合實驗所測量出來的數據圖形。 

該篇論文第三部份是要找出普朗克常數 h

以及波茲曼常數 k的精確數值。由克爾伯 (F. 

Kurlbaum) 1898年的實驗數據，每單位面積時間

裡黑體輻射能量在 KT 373= 與 KT 273= 的

差值為 
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將T ＝ K1 代入 (3) 式，並把所有頻率所貢獻

的輻射都積分起來： 
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再者， R與u的關係為 4/cuR = ，故 

49394.6
8

273373

1031.7

103

4

1
4

33

4

44

2

8

4

⋅=
−
×

×
=

⋅=

hc

k

c
u

π

σ
 

由上式可以得出
834 101682.1/ ×=hk 。 

另外偉恩位移定律 ( )mKTm
31094.2 −×=λ

的常數其實就是 (4) 式對λ微分球極大點： 

( ) 15/10
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m
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d

dE λλ λ
λ  

用數值方法解以上超越函數方程式可得近似解

kchTm 965.4/=λ ，故
1110866.4/ −×=kh 。 

而既然知道
34 /hk 和 kh / 的數值，馬上就可以

推出普朗克常數 

( )sJh ⋅×= −241055.6
 

以及波茲曼常數 

( )KJk /10346.1 23−×=
 

至此，普朗克成功推算出兩個重要的物理常

數， h和 k的數值。

 

普朗克這篇論文，雖然公式推導不是那麼

簡潔一貫，但是普朗克提出了最重要的量子觀

念以及熵的數學表示式，如果沒有這兩點，光

從幾道熱力學公式也沒辦法推出正確的黑體輻

射能量密度關係。後人把普朗克發表這篇論文

的日子 1900年 12月 14日訂為量子物理的誕生

日，永遠紀念普朗克在這一時期所做的貢獻。 

不過普朗克這篇論文中在處理黑體輻射

系統的觀念上有一點小錯誤：普朗克假設電磁

波是由組成黑體腔壁的原子做震盪運動所激發

出，不同頻率的振子貢獻出不同頻率的電磁

波，而這個頻率可以從 0 到無窮大。然而，由

數年後 (1912 年) 德拜 (Debye) 發表的晶體比

熱理論，我們知道任何週期性晶體都有震盪最

大截止頻率。最大截止頻率的概念不難理解，

想像一個由許多相同彈簧串聯起來的一維粒子

系統，考慮系統的特徵震盪模式，最大的震盪

頻率發生於奇數號粒子不動、偶數號粒子震盪 

(或相反)，這時候震盪中的粒子感受到的等效彈

力常數是一個彈簧的兩倍，所以頻率會最大，

除此之外的震盪模式頻率都會比較小。普朗克

在當時提出的理論認為每個簡諧振子之間沒有

交互作用、彈力常數可以從 0 到無窮大，這個

想法明顯是有問題的。 

但是為什麼普朗克由錯誤的觀念出發，卻

可以導出正確的結果呢？答案很簡單，因為普

朗克所計算的系統並不是他心目中的振子，而

是空腔中組成電磁波的光子。由統計力學的正

則系綜 (Canonical Ensemble) 理論知道，簡諧

振子的配分函數 (Partition function) 和光子的

配分函數完全相同，所以光子和簡諧振子會具

有相同的熱力學性質。普朗克本來想計算組成

黑體腔壁的振子，卻誤打誤撞變成在計算組成

電磁波的光子系統；而電磁波本身不會有最大

截止頻率，每種頻率的電磁波都有可能出現，

所以普朗克的假設幸運地正中紅心，得到最後

正確無誤的結果。當時人們還完全沒有光子的

觀念，也難怪普朗克會犯了這樣的小錯誤；但

現在看來，這篇文章仍然瑕不掩瑜，它在量子

物理史上的貢獻與地位，仍然是無法動搖的。 

成長 

愛因斯坦大約在 1905 年看到普朗克的黑

體輻射論文，他對這種量子的觀念非常感興

趣。往後的幾年，愛因斯坦也發表了幾篇探討

黑體輻射問題的論文，將普朗克的量子論以「光

子」的概念重新詮釋。愛因斯坦於 1905 年在

Annalen der Phsik雜誌發表了一篇文章，文章中

提到：空腔具有原子、電子，而電子就像附著

在原子上的一個震盪體，和原子一樣具有比

熱、可以傳導能量，而電磁波可藉由電子和其

他原子之間的交互作用來傳遞。愛因斯坦認



為，黑體發出輻射時，空腔有很多原子電子不

停的在快速運動，當電子和原子還沒有傳遞能

量時，每一個電子都在原子附近做簡諧振盪，

所以每一個電子的平均能量是 kTU = 。當電子

和原子開始傳遞電磁波，有些電子吸收電磁

波、有些放出電磁波，吸收電磁波的電子能量

提高、放出電磁波的電子能量降低。然而，我

們所看到的黑體輻射是一個穩定平衡的系統，

所以吸收和放射兩個過程最終會達到動態平

衡，所有電子的平均能量還是 kTU = 。由普朗

克的黑體輻射公式 

U
c

f
3

28π
ρ =

 

可知，如果直接把 kTU = 帶入，就會發現黑體

總輻射能量 

∫
∞

=
0

   dfu ρ
 

發散，所以上面的模型必然有問題。但是如果

在普朗克的公式 

1

8
/3

2

−
=

kThfe

hf

c

fπ
ρ

 

中令 fT / 很大，則該公式會近似於 

kT
c

f
3

28π
ρ = ， 

也就是和直接把 kTU = 帶入的結果相同。所以

愛因斯坦明確地說，當溫度很高，他的電子原

子模型是可以適用的；然而當溫度很低的時

候，就必須做一些額外的假設。 

雖然我們以現在的觀點看愛因斯坦的結

論會覺得很直觀，但是在 1905年，他是第一個

明確指出普朗克公式的高溫極限就是瑞利公式

的人。在這篇論文的後半部分，愛因斯坦會接

著推導出能量量子化的另一種觀點，並且指出

普朗克公式的低溫極限—偉恩公式。 

愛因斯坦首先利用普朗克的想法，探討黑

體輻射系統的熵。首先黑體輻射系統的特性一

定和他的輻射能量密度 ρ 有關，所以系統的熵

應該就是把所有頻率的 ρ 所貢獻的熵加起來，

也就是 

( )∫
∞

=
0

, dffVS ρφ     (5) 

其中φ是一個未知的雙變數函數。現在的

工作就是在 

0
4

   4

0
=







=∫
∞

T
c

df σδρδ
 

的約束條件下求 (5) 式的最大值，進而找出φ
和 ρ 的關係。利用變分法中的拉格朗日乘數法 

(Lagrange Multiplier Method)，可以將有約束的

問題變成無約束問題： 

∫
∞

=







−

∂
∂

0
0dfδρλ

ρ
φ

 

注意積分中 f 是固定的，所以 0/ =∂∂ fφ 。 

由上式我們得知 0/ =−∂∂ λρφ ，所以在

黑體輻射系統中 ρφ ∂∂ / 與頻率 f 無關；另一方

面，如果我們把體積固定，讓溫度T 升高一點

點，則由 (5) 式可得 

∫
∞=

= ∂
∂

=
f

f
dfdVdS

0
ρ

ρ
φ

。 

我們已知 ρφ ∂∂ / 與頻率無關，且系統總能量

dfVU ρ= ，所以 dUdS ρφ ∂∂= / ，又從熱力

學基本公式我們知道 TdUdS /= ，因此 

T

1
=

∂
∂
ρ
φ

      (6) 

最後，當溫度很低時，普朗克公式的極限是偉

恩公式 

kThfe
c

hf /

3

38 −=
π

ρ ， 



即   







−=

3

3

8
ln

1

hf

c

hf

k

T π
ρ

     (7) 

對照 (6) (7) 式並積分發現 
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利用 dfVU ρ= ，可以得到頻率在 f 及 dff +

之間電磁波的熵是 
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SS 0

0 ln   (8) 

其中 0V 和 0S 是一個參考體積及其熵。從另一個

角度來看，S 可以看成空腔中 N 個粒子平均分

布於V 的熵，而 0S 是 N 個粒子恰巧分布在V

中一個小體積 0V 內時的熵，而系統處於後者的

機率為 ( )NVVW /0= ，所以由波茲曼關係式， 









=−

0

0 ln
V

V
kNSS    (9) 

比較 (8) (9) 兩式不難發現頻率 f 的電磁

波能量為 hfNU ×= 。於是愛因斯坦成功的重

新得到了系統能量量子化的結論。 

然而，愛因斯坦對 hfNU ×= 這條式子

的解釋比普朗克更加勁爆，他指出，系統中那

N 個粒子指的其實就是組成光能量的成分，他

稱之為「光子」。在推導過程中， N 是任意常

數，而最後系統能量都是 hfNU ×= ，所以每

個光子的能量都是 hf 。以前普朗克僅僅提到系

統的總能量都是基本能量單位的整數倍，愛因

斯坦卻更加明確的指出「光」可以看成許多不

連續能量包的集合，每一個能量包都具有相同

能量單位，而普朗克的發現只是光子存在的必

然結果。然而這到底有什麼令人驚奇的地方？

可以試想道爾吞的原子學說，道爾吞因為發現

了倍比定律，推論物質是由原子所組成，而有

了原子理論，才有後來波茲曼的氣體動力論，

也就是原子學說促成了氣體動力論的發展。現

在愛因斯坦推論光能量具有量子化現象，也就

是世界上存在光子，那麼光子的動力論模型不

就是必然的結果了嗎？ 

這樣的概念在當時真是猶如天方夜譚，因

為整個物理世界都在馬克士威爾電磁理論的光

環之下閃閃發光，古典電磁理論的權威實在是

不容挑戰。但愛因斯坦畢竟不是省油的燈，除

了這篇論文之外，他在 1916年又發表一篇震撼

人心的論文，而更加證實了光子理論的正確

性。這篇論文中所討論的主題也是黑體輻射，

愛因斯坦沿用光子動力理論的概念，並加以延

伸。他一樣假設黑體空腔中充滿了許多原子，

與上次不同的是，他多加了一個原子能階的假

設，他認為每一個原子都有許多容許的能階，

每一個能階都具有特定的能量，也就是能階 1、

2、3…分別具有能量 1ε 、 2ε 、 3ε …。處在第n

個能階的原子數應滿足波茲曼分布 

kT

nn
nePW

/ε−= ， 

其中 nP 是第 n個能態的簡併數。愛因斯坦認

為，黑體輻射的電磁波 (光子) 應該就是原子在

這些無窮多種能階之間躍遷時所放射出來的能

量。每一種特定頻率 f 的電磁波都是原子在特

定兩個能階中躍遷所放射的。假設我們只考慮

原子在第 n個能階與第m個能階之間的躍遷行

為：因為黑體輻射系統處於熱力平衡狀態，每

一個能階的原子數目統計起來也是在平衡狀

態，也就是 n、m能階與其他能階之間的躍遷

運動平均起來不會影響處在 n、m能階的原子

數目，因此單獨考慮 n、m之間的躍遷行為即

可。 



愛因斯坦假設躍遷行為有兩種。一種是自

發性發射 (spontaneous emission)，即原子會自

動從高能階m降到低能階 n而放出一能量為

nm εε − 的電磁波；而每單位時間自發性發射的

原子數應該和正比於第m個能階的原子數，即

發射速率為 m

n

mNA 。另一種躍遷行為是受激吸

收，即原子會吸收一個能量為 nm εε − 的電磁波

而從第 n個能階提升到第m個能階 (stimulated 

absorption)、或從第m個能階降低到第 n個能階 

(stimulated emission)。因為原子是因為吸收空腔

中的電磁波而發生吸收行為，所以吸收速率不

但正比於能階粒子數，亦正比於電磁波在該頻

率的能量密度 ρ ，即 n 到 m 的速率為

ρn
m

n NB ，同理m到n的速率為 ρm

n

mNB 。這

兩種躍遷行為最後會處在平衡態，因此， 

ρρ n

m

nm

n

mm

n

m NBNBNA =+  

再由波茲曼分布
kT

nn
nePW

/ε−= 得知 
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n nme
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N /)( εε −= ， 

所以 

m
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m

kT

n

m

n

m

n

m

PBePB

PA

nm −
=

− /)( εερ  

直觀上我們可以猜測，當溫度T 不斷的增

加，電磁波的能量密度也會無限制的增加，也

就是 ∞→T 時上式分母必須趨近於 0，故

m

n

mn

m

n PBPB = 。最後愛因斯坦正確地推導出普

朗克公式： 

1
/)( −

=
− kT

n

m

nme
εε

α
ρ  

其中 n

m

nm

n

m

n

m PBPA /=α 。實驗上， ρ 和

T 的關係和材料無關，所以 n

m

nm

n

m

n

m PBPA /=α

是一個常數，亦即無論對於什麼樣的材料，即

使不清楚自發性發射和受激吸收的詳細機制，

我們仍然可以判定 m

n

mPA 、 n

m

n PB 這兩個與機制

有關的係數相除一定是個常數。[3]
 

 

將上式與偉恩公式比較又可以得到

hfnm =− εε ，也就是光子能量為 hf 。於是

愛因斯坦不但再次加強了光子概念的正確性，

又推導出黑體輻射能量密度公式。在論文的最

後，愛因斯坦非常自豪地說：「我由幾個簡單的

假設就可以輕易地由光 (子) 動力理論以及動

態平衡觀念推導出普朗克的黑體輻射公式，而

且這些假設都很直觀，並不是特別為最後的結

果而設計的。」 

愛因斯坦最厲害的地方在於，他巧妙地避

開電磁波和物質之間的詳細交互作用過程，單

純利用光子論與動態平衡的觀念就得到正確的

結果。然而愛因斯坦的論文在當時備受質疑，

他的第一篇論文發表後，普朗克、愛因斯坦以

及其他物理學家曾齊聚一堂討論愛因斯坦的論

文，在這場討論會中普朗克不斷質疑其推論結

果。普朗克認為，愛因斯坦假設空腔中電磁波

在原子和電子之間不斷地傳遞，但是對於傳遞

的機制卻全然不知，於是避而不談。普朗克指

出，他自己雖然也假設電磁波是由組成黑體的

原子震盪而放出，但電磁波與器壁的交互作用

能量很小，至少利用古典電磁理論估計，電磁

註解註解註解註解[3] 

愛因斯坦的結論 m

n

mn

m

n PBPB = 從現

在看起來非常直觀，因為 

22

|||| mrnnrm = ， 

從含時微擾理論 (Time-dependent perturb- 

bation theory) 可知，兩個方向的吸收行為

機率相等。而 n

m

nm

n

m

n

m PBPA /=α 是常數的

結論，也可以用量子場論中真空微擾 

(Vacuum fluctuation) 理論推得。 



波對器壁施加的光壓數量級非常小，可以忽略

電磁波回過頭來與黑體原子交互作用的過程。

普朗克又說，使用古典動力學的前提是能量可

以連續傳遞，現在一旦能量被量子化，整個動

力學理論就要重新改寫，就像我們以前曾經把

電流當作連續流體看待，後來一旦發現電荷有

基本單位，有關電流的運動方程式都要重新推

導。現在發現能量有基本單位，所有動力學理

論就應該做修正，不是引進光子的動力理論就

可以了事。 

在這場辯論會中，愛因斯坦無法提出確切

有力的論點，最終不了了之。但事後人們證實，

愛因斯坦的光子動力論是完全正確的。雖然光

子是一個全新的概念，但是光子和物質交互作

用時就與粒子一樣，滿足簡單的能量守恆與動

量守恆定律。我們熟悉的「光電效應」、「康普

頓效應」等實驗，全部都是光子動力論的最佳

證據。這也是為什麼愛因斯坦的論文在後世學

術地位上比普朗克的黑體輻射論文還要重要，

有些量子力學論文總匯甚至不把普朗克的第一

篇論文收錄在內，因為普朗克的論文雖然在歷

史發展的過程中搶得頭香，但在學術上的參考

價值卻不如愛因斯坦的論文來得正確、無誤。 

潛伏 

隨著時間的流逝，那場辯論會的景象在人

們心目中逐漸淡去，但是量子理論的發展仍然

潛伏暗藏在世界上每個角落的物理學家身上。

繼愛因斯坦之後，波爾  (N. Bohr) 和索末菲 

(Arnold Sommerfeld) 等人紛紛提出許多量子世

界的本質，波爾在原子能階量子化上著墨最

多。經過波爾等人的努力，量子現象在 1920年

代已經是每個物理學家都具備的觀念了，只是

此時欠缺一套完整的力學體系來描述這樣的現

象。直到德布羅依  (De Broglie)、克拉馬 

(Kramers)、海森堡  (Heisenberg) 以及薛丁格 

(Schrödinger) 等人相繼出現後，量子力學的架

構才逐漸被建立起來。 

首先讓我們來看德布羅依發表於 1924 年

的一篇論文，這篇論文的目的是要建立物質波

的觀念。德布羅依假設有一個質點，其靜止質

量是 0m ，以速度 v向 x+ 方向運動。在質點本

身的座標系 (以下稱為相依座標系) 中，我們賦

予質點一個頻率為 

h

cm
f

2

0
0 =

 

的「內在波」。對於地面觀察者而言，由相對論

可知質點的能量會變成
22

0 1/ β−cm ，所以

如果我們也在地面座標系中賦予質點一個波，

其頻率應該是 

2

2

0

1 β−
=
h

cm
f 。 

又因為在地面座標系中，質點是在動的，不妨

再令這個波具有一個相速度，且會隨著質點向

右移動，我們稱此波為「行進波」。但是如果地

面觀察者去看質點在相依座標系被賦予的「內

在波」時，因為地面觀察者看質點的時間會延

遲，所以 (地面觀察者看到的) 內在波頻率變成 

2
2

0
1 1 β−=

h

cm
f 。 

德布羅依指出，行進波頻率 f 和地面觀察

者看到的內在波頻率 1f 兩者完全不同，但如果

我們令行進波的相速度為 vcV /2=φ ，則這兩

個波的相角差不會隨時間而改變，因為一開始

相依座標系與地面座標系原點重合，而經過時

間 t後，內在波的相位為 vxf /2 1⋅π ，而行進

波的相位為 








 −⋅
2

2
c

vx
tfπ ， 

將 f 與 1f 帶入就可以發現這兩個相位完全相

等。因此，為了不產生矛盾，我們在賦予一個

波給質點時，必須令其相速度為 vcV /2=φ ，



如此不論在哪個座標系觀察到的波，其相角都

是一樣的。也就是我們賦予一個質點的波必須

長成 
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的形式。然而一旦波被設定成這樣，它的群速

度就是 

( ) ( )
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E
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mcpc
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=
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==
2
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即質點的運動速度。 

值得注意的是，德布羅依在建立物質波的

概念時就已經有考慮相對論效應，並非像教科

書上所說的，直接把 λ/hp = 和 hfE = 移項

後就了事了。德布羅依更成功的地方在於，他

利用物質波理論，證明了古典力學中最小作用

原理等價於物質波所遵循的費瑪定理： 
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其中Φ是物質波的相角。上式第一行第一

個等號如果等於 0，就是最小作用原理，而等最

後一行最後一個等號等於 0，就是費瑪定理。除

此之外，德布羅依又利用波動方法順利解釋電

子的繞射以及干涉行為。在論文的最後，德布

羅依也利用物質波的概念和古典統計力學中的

正則系綜結合，再次導出普朗克的黑體輻射公

式。直到如此，眾人才發覺德布羅依這篇論文

是如此的驚為天人！物理學家不但追求真理，

還會追求物理定律的形式美，而德布羅依如此

精簡的波動假設，正滿足了物理學家的胃口，

於是眾人開始相信，物質其實也具有波動的一

面……。此時，量子物理終於在眾人睽違之下，

正式跨入康莊大道。 

輝煌 

物質波理論建立之後，萬事俱備、只欠東

風。而替量子物理奪下最後錦旗的人首推薛丁

格。薛丁格在 1924 年發表一篇膾炙人口的文

章，後人所說的「薛丁格方程式」就是在這篇

文章中誕生。這篇論文所要解的問題是氫原子

模型，薛丁格的作法如下：在古典力學中，這

樣的系統可以利用哈密頓—雅可畢方程式 

(Hamilton—Jacobi Equation) 來解，即 
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S 是系統的作用量，S 通常可以寫成幾個

不同小作用量的和，薛丁格猜測每個小作用量

的和可以寫成 ψlnh=S 的形式，所以許多小

作用量的和相當於許多 ψ 的乘積。將

ψlnh=S 帶入 (10) 式，並且令電子的位能為 
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其中 L是拉格朗日函數 (Lagrangian)。再利用變

分原理 0=∫∫∫Ldxdydzδ 得到 
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於是我們得到薛丁格方程式 
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以及其邊界條件 
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∫ Sdn
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vψ
δψ  

接下來的工作就只是求出ψ 而已，這個步

驟在一般量子物理或量子力學的課程中都有討

論，此處不再贅述。值得注意的是，在薛丁格

的眼中，薛丁格方程式只是個再普通不過的解

題手法，在論文中他只是先猜測一種解的形

式，就好比在解偏微分方程式的時候，如果邊

界條件是勻稱的 (homogeneous)，就可以猜此方

程式具有分離變數的解。然而經過幾次代換之

後，薛丁格方程式 (11) 就出現了。有些教科書

會說薛丁格第一次是從自由粒子的特性而引導

出 (11) 式，這種說法並不完全正確。歷史上薛

丁格的確有試著從自由粒子推導 (11) 式的記

載，但那已經是在這篇論文發表之後的事情

了，薛丁格方程式的誕生應該還是要歸諸於本

篇論文。至於從自由粒子推導一事，是因為薛

丁格發表這篇論文之後，經過德布羅依的啟

發，才開始想像能否將 (11) 式推廣到其他場

合。最後也如他所願成功的將德布羅依的物質

波規範在薛丁格方程式之下。 

量子物理的發展至此已經達到一個前所

未有的輝煌時代，在發表波動力學的同一年，

薛丁格又證明了他的波動力學和海森堡的矩陣

力學在數學上的等價性，可說為量子理論樹立

了一座至高無上的寶塔，量子力學的架構也終

於完美地被建立起來，人類好似又可以輕而易

舉的解釋自然界萬事萬物的道理，不費吹灰之

力即可掌握自然脈動的規律。 

現在的量子物理的應用已經紛紛出現在

許多不同領域中，無論是固態物理、微電子理

論、場論、分子化學等等，都會出現量子物理

的蹤影。在展望量子物理未來的發展之外，我

們永遠不能忘記量子物理的這一段黃金歲月，

從普朗克的猜想、愛因斯坦大力的提倡、到最

後海森堡、德布羅依以及薛丁格等人的鋪陳與

推進，是多少人的懵懂猜測、匠心獨具，最後

才能締造出現在如此完美的量子理論。 
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